Prosta rosyjska olimpiada

1. Niech a, b, ¢ beda takimi liczbami rzeczywistymi, ze a # b i ¢ # 1. Wiemy, ze rOwnania
22 +ar+1=01ia%+br+c =0 maja wspélny pierwiastek oraz réwnania 22 +x +a = 0 i
22 + cx + b = 0 maja tez wspolny pierwiastek. Znajdz sume a + b + c.

2. Niech AA" i CC’" beda wysokosciami w trojkacie ostrokatnym ABC. Dwusieczna kata
ostrego miedzy tymi wysokos$ciami przecina boki AB i BC' w punktach P i (). Niech H bedzie
ortocentrum tego tréjkata, a M Srodkiem boku AC. Niech R bedzie przecieciem prostej HM i
dwusiecznej kata ABC. Udowodnij, ze na czworokacie PBQR da sie opisa¢ okrag.

3. Znajdz wszystkie funkcje f : R — R, takie, ze dla kazdych liczb rzeczywistych z, vy, z
zachodzi nier6wnosc:

fle+y)+ fly+2)+ fz+x) = 3f(x+ 2y + 32)

4. Punkt P lezy na ptaszczyznie, an ktérej jest takze trojkat rownoboczny ABC. Wiem, ze
PA =21 PB=3. Jaka maksymalna dtugo$¢ moze mie¢ odcinek PC?

5. Na tablicy napisanych jest w rzedzie 2" liczb rownych 1 lub —1. W jednym ruchu
zastepujemy kazda z liczb a; liczba a;a;11, gdzie asnyy = ay. Pokazaé, ze po skoniczonej liczbie
ruchéw wszystkie liczby na tablicy beda dodatnie.

6. Dany jest prostokat ABCD. Okregi o1, 09, 03,04 maja $rodki odpowiednio w punktach
A, B,C, D i promienie 1y, 719,73, 74 przy czym ri +rs = r9 + r4. Pokazaé, ze zewnetrzne styczne
par okregdéw 01,03 oraz 04,04 Wycinaja z ptaszczyzny czworokat opisywalny na okregu.

7. Pokazaé, ze jesli (a1, aq,...), (by,ba,...) 1 (c1,ca,...) to nieskoniczone ciagi liczb catkowi-

tych dodatnich, to istnieja liczby catkowite dodatnie p, q, ze a, > aq, b, > by, ¢, > ¢,

8. Dana jest liczba catkowita dodatnia n. Rozwazamy wszystkie pary liczb wzglednie pierw-
szych p, q, takie, ze: 0 < p < ¢ < n,p+ q > n. Pokazaé, ze suma liczb i dla wszystkich takich

. , 1
par jest rowna 3.



