Trzecie zawody indywidualne

grupa pierwszoklasistéow

wtorek, 28 wrze$nia 2004

31. We wnetrzu trojkata rownobocznego o boku 12 wybrano 300 punktow. Udowodnié, ze
istnieja wsréd nich trzy, tworzace trojkat (by¢ moze zdegenerowany) o obwodzie niewiekszym
niz 3.

32. Wyznaczy¢ wszystkie liczby calkowite dodatnie i y takie, ze liczby 22 + 3 i y? + x sa
kwadratami liczb catkowitych.

33. W kwadracie ABC'D na boku BC obrano dowolny punkt K. Okrag opisany na trojkacie
AKC ma érodek w O. Wykazaé, ze LOAK = 45°.

34. Na bokach AB, BC', CD i DA kwadratu ABC'D o boku 1 obrano odpowiednio punkty
K, L, M, N. Wykazaé, ze obwéd czworokata K LM N jest niewiekszy niz 2v/2.

35. Znalez¢ wszystkie funkcje f : R — R spehliajace dla wszystkich x,y € R réwnosé
flx+y) = f(=*) + f(y°).

314. Joasia napisata ciag n?+1 réznych liczb catkowitych. Wykazaé, Ze istnieje w tym ciagu
podciag monotoniczny (tj. rosnacy badz malejacy) dtugosci n + 1.



Trzecie zawody indywidualne
grupa mlodsza

wtorek, 28 wrze$nia 2004

31. We wnetrzu trojkata rownobocznego o boku 12 wybrano 300 punktow. Udowodnié, ze
istnieja wsréd nich trzy, tworzace trojkat (by¢ moze zdegenerowany) o obwodzie niewiekszym
niz 3.

32. Wyznaczy¢ wszystkie liczby calkowite dodatnie i y takie, ze liczby 22 + 3 i y? + x sa
kwadratami liczb catkowitych.

33. W kwadracie ABC'D na boku BC obrano dowolny punkt K. Okrag opisany na trojkacie
AKC ma érodek w O. Wykazaé, ze LOAK = 45°.

34. Na bokach AB, BC', CD i DA kwadratu ABC'D o boku 1 obrano odpowiednio punkty
K, L, M, N. Wykazaé, ze obwéd czworokata K LM N jest niewiekszy niz 2v/2.

35. Znalez¢ wszystkie funkcje f : R — R spehliajace dla wszystkich x,y € R réwnosé
flx+y) = f(=*) + f(y°).
36. Udowodni¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich a i b zachodzi nieréwnosé

a® + @b + a®b® + b° > 2(a’b + ab?).



Trzecie zawody indywidualne
grupa starsza

wtorek, 28 wrze$nia 2004

31. We wnetrzu trojkata rownobocznego o boku 12 wybrano 300 punktow. Udowodnié, ze
istnieja wsréd nich trzy, tworzace trojkat (by¢ moze zdegenerowany) o obwodzie niewiekszym
niz 3.

34. Na bokach AB, BC', CD i DA kwadratu ABC'D o boku 1 obrano odpowiednio punkty
K, L, M, N. Wykazaé, ze obwdd czworokata K LM N jest niewickszy niz 2v/2.

37. Okregi wy i we wpisane sa w kat o wierzchotku w P. Okrag w jest styczny zewnetrznie do
okregéw wy i1 we odpowiednio w punktach A 1 B. Wykazaé, ze punkty P, A i B sa wspotliniowe.

38. Niech F;, bedzie ciagiem zdefiniowanym nastepujaco: Fy =0, Fy =1, F,,.1 = F,, + F,_1
dlan =1,2,.... Niech a,b € Z*. Wykaza¢, ze!

NWD(Fy, Fy) = FNwp(ap)-

39. Dana jest liczba catkowita n > 2. Wyznaczy¢ najmniejsza liczbe rzeczywista H i naj-
wieksza liczbe rzeczywista h takie, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich xq, xs, ..., z,
zachodzi nieréwno$é

T1 ) Tn—1 L,

h < + +...+ + < H.
Tr1+To X9+ I3 Tp1+Tp Tpn+a

314. Joasia napisala ciag n?+1 réznych liczb calkowitych. Wykazaé, ze istnieje w tym ciagu
podciag monotoniczny (tj. rosnacy badz malejacy) dtugosci n + 1.

'Wzér, ktory jest teza tego zadania, mozna znalezé w niektérych tablicach. Powolanie sie na tablice nie jest
rozwigzaniem zadania.



Trzecie zawody indywidualne

grupa najstarsza

wtorek, 28 wrze$nia 2004

31. We wnetrzu trojkata rownobocznego o boku 12 wybrano 300 punktow. Udowodnié, ze
istnieja wsréd nich trzy, tworzace trojkat (by¢ moze zdegenerowany) o obwodzie niewiekszym
niz 3.

39. Dana jest liczba catkowita n > 2. Wyznaczy¢ najmniejsza liczbe rzeczywista H i naj-

wieksza liczbe rzeczywista h takie, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich xq, xs, ..., z,
zachodzi nieré6wnosé

x x Ty T
hS —— 4+ —2— 4.+ — + < H.
T+ 22  To+ a3 Tp1+Typ Tp+IT
310. Ciag aq,as,as, ... spelia warunek a,,,, < a, + a,, dla kazdych liczb catkowitych

dodatnich n i m. Wykazaé, ze dla kazdym n,m € Z" zachodzi nieréwnosé

n
a, < maj + < — 1>am.
m

311. k-ta liczba Fermata nazywamy Fy = 22 4 1. Niech n > 0 bedzie liczba caltkowita.
Wykazac, ze jesli

Fp—1

F, |37

+1,
to liczba Fj, jest pierwsza.

312. Niech H bedzie ortocentrum tréjkata ostrokatnego ABC'. Okregi opisane na tréjkatach
BCH, ACH i ABH maja $rodki odpowiednio w punktach O, Oy i O3. Wykazaé, ze proste
AO1, BOy i CO3 przecinaja sie w jednym punkcie.

313. Punkt X lezy wewnatrz lub na brzegu tréjkata ABC, w ktérym kat C' jest prosty.
Punkty P, @ i R sa odpowiednio rzutami punktu X na boki BC, CA i AB. Udowodni¢, ze
rOWnNos¢

AR-RB = BP-PC+ AQ - QC
zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy punkt X lezy na boku AB.



