Pierwsze zawody indywidualne
grupa mlodsza

sobota, 21 wrzesnia 2002
11. Znajdz wszystkie funkcje f : R — R spelniajace dla wszystkich z,y € R zaleznos¢

flx+y) = f(@®) + f(y°).

12. Udowodnij, ze dla dowolnych dodatnich liczb a, b zachodzi nieréwnosé

a’ + a’b® + a’b’ + b° > 2(a*b + ab®).

13. Udowodnij, ze jezeli liczby a i m sa wzglednie pierwsze, to istnieje liczba caltkowita
dodatnia n taka, ze m|a™ — 1.

14. 7 wierzchotka A tréjkata ABC poprowadzono prosta przecinajacg bok BC w punkcie
D. W trojkaty ABD i ADC wpisano okregi styczne do BC' odpowiednio w punktach E i F.
Udowodnij, ze |AD| + |BC| = w + |EF|.

15. Rozwazmy ciag (a,) okreslony nastepujacymi zaleznodciami: aq; = 1, a2, = a, + ag
dlan > 0,0 < k < 2n + 1. Rozstrzygnij, czy kazda liczba catkowita dodatnia nalezy do tego
ciggu.
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14. 7 wierzchotka A tréjkata ABC poprowadzono prosta przecinajacag bok BC' w punkcie
D. W trojkaty ABD i ADC wpisano okregi styczne do BC' odpowiednio w punktach E i F.
Udowodnij, ze |AD| + |BC| = w + |EF|.

15. Rozwazmy ciag (a,) okreslony nastepujacymi zaleznosciami: a; = 1, a2 = a, + ag
dlan >0, 2n+1 > k > 0. Rozstrzygnij, czy kazda liczba catkowita dodatnia nalezy do tego
ciagu.

16. W jednym rzedzie ustawiono n stupkéw monet tak, ze miedzy kazdymi dwoma stupkami
tej samej wysokosci znajduje sie co najmniej jeden stupek wyzszy. Najwyzszy stupek zawiera k
monet. Dla danej liczby £ obliczy¢ najwicksza mozliwg wartosé n.

17. Dane sa trzy okregi o promieniu 1 i $rodkach w wierzchotkach tréjkata ABC', przecina-
jace sie jak na rysunku. Udowodnij, ze suma dtugosci pogrubionych tukéw wynosi .

18. Na kazdym polu szachownicy 1000 x 1000 napisano liczbe catkowita. Liczby na dwoch
polach o wspélnym boku réznig si¢ o co najwyzej 100. Udowodnij, ze istnieje liczba, ktora na
szachownicy napisano przynajmniej 6 razy.
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16. W jednym rzedzie ustawiono n stupkéw monet tak, ze miedzy kazdymi dwoma stupkami
tej samej wysokosci znajduje sie co najmniej jeden stupek wyzszy. Najwyzszy stupek zawiera k
monet. Dla danej liczby £ obliczy¢ najwiekszag mozliwg wartosé n.

17. Dane sa trzy okregi o promieniu 1 i $rodkach w wierzchotkach tréjkata ABC', przecina-
jace sie jak na rysunku. Udowodnij, ze suma dtugosci pogrubionych tukéw wynosi .

18. Na kazdym polu szachownicy 1000 x 1000 napisano liczbe catkowita. Liczby na dwoch
polach o wspélnym boku réznig si¢ o co najwyzej 100. Udowodnij, ze istnieje liczba, ktora na
szachownicy napisano przynajmniej 6 razy.

19. W szesciokacie wypuklym ABCDEF zachodzg réwnosci |AB| = |BC|, |CD| = |DE]| i
|EF| = |FA|. Udowodnij, ze

CD| | |EF| | |AB| _ 3

|AD| ' |CF| |EB|~ 2

110. Udowodnij, ze dla dowolnych dodatnich liczb xy,

ooy Ty, gdzie n > 2 zachodzi naste-
pujaca nieréwnoscé:

X1 ) Tn

NE

+ +...+ =
To+2x3 X3+ 24 1+ X2



