Sprawdzian na koniec warsztatow
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sobota, 29 wrzeénia 2001

91. Punkty D, E,| F sa srodkami odpowiednio bokow BC, AC i AB trojkata ABC. Wy-
kaz, ze $rodek okregu wpisanego w ADEF, érodek ciezkosci AABC' i punkt przeciecia sie
dwusiecznych AABC lezg na jednej proste;j.

92. Udowodnij, ze dla liczb dodatnich a,b i ¢ zachodzi nieréwnosé

2(a® + % + ) > ab(a + b) + be(b + ¢) + ca(c + a).

93. Proste k i [, przechodzace przez wierzchotki odpowiednio B i C trojkata ABC, przecinaja
sie na wysokosci AD. Prosta k przecina bok AC' w punkcie F, prosta [ przecina bok AB w
punkcie F'. Prosta m, zawierajaca punkt A i réwnolegta do BC, przecina prosta DFE w punkcie
P iprosta DF w punkcie Q. Wykaz, ze trojkat DP(Q) jest rownoramienny.

94. Udowodnij, ze jezeli liczba a® + b® + ¢ jest podzielna przez 9, gdzie a, b, ¢ sg liczbami
naturalnymi, to co najmniej jedna z nich jest podzielna przez 3.

95. Ile r6znych dziewiecioliterowych wyrazéw (ciagéw liter) mozna utozyé z liter wystepu-
jacych w wyrazie "rezerwuar” (litere ”e” liczymy dwukrotnie, "r” - trzykrotnie)?

96. Udowodnij, ze jezeli dla kazdej wartosci x zachodzi réwnosé

flata) = 00,

gdzie a # 0 jest ustalong liczba, to funkcja f(x) jest okresowa.

97. Dany jest okrag o oraz dwa rézne punkty A i B. Skonstruuj okrag przechodzacy przez
punkty A i B, styczny do okregu o.

98. Udowodnij, ze nie istnieje wielomian o wspotezynnikach catkowitych, ktory przyjmuje
doktadnie w jednym punkcie catkowitym warto$¢ parzysta.
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94. Udowodnij, ze jezeli liczba a® + b3 + ¢ jest podzielna przez 9, gdzie a, b, ¢ sg liczbami
naturalnymi, to co najmniej jedna z nich jest podzielna przez 3.

97. Dany jest okrag o oraz dwa rézne punkty A i B. Skonstruuj okrag przechodzacy przez
punkty A i B, styczny do okregu o.

99. Ile jest permutacji zbioru n-elementowego majacych doktadnie k punktow stalych?
Wynik przedstaw w postaci sumy co najwyzej n + 1 sktadnikéw.

910. Dany jest odcinek AB oraz prosta k rownolegta do niego. Postugujac sie jedynie linijka
podziel odcinek AB na dwie réwne czedci.

911. Znajdz wszystkie funkcje f : R — R, takie ze dla kazdego z,y € R spelniona jest
rOWnosé
(@ —y)flx+y) = (@+y)flz—y) =day(a® — ).

912. Na trojkacie ABC' opisany jest okrag o srodku O;. Punkty D i F sa odpowiednio
srodkami tych tukow AB i AC, ktére nie zawieraja trzeciego wierzchotka trojkata. Punkt O,
jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC', a punkty F' i G sg jego punktami stycznosci
odpowiednio z bokami AB i AC. Wykaz, ze proste DF, EG oraz 0105 przecinaja si¢ w jednym
punkcie.

914. Niech a, 3 i1 7 bedg miarami katéw trojkata ostrokatnego. Udowodnij, ze prawdziwa
jest nieréwnos¢

sina  sinf 51117 1 1 1 1, . S
- 5 ) (= + )31noz+(7+a)smﬁ+(a+ ) sin~y.
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915. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich z, ..., z; oraz dowolnych
rzeczywistych o > a2 > ... 2 ak, 01 > ... > [ speliajacych ay > (1,00 + as > (1 +
Bay. ., oy > S B oraz Y8 a; = Y| i zachodzi nastepujaca nieréwnosé:

L1y ® T1y-.y T

SYM SYM
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911. Znajdz wszystkie roznowartosciowe funkcje f : R — R spelniajace dla kazdego =,y € R
rownoscé

f(f(@)+y) = flx+y) +1

913. Niech n > 1 bedzie liczbg catkowita. Dany jest zbiér B oraz jego podzbiory Ay, As, ..., Agpis.
Zaktadamy, ze:

(i) do kazdego zbioru A; nalezy doktadnie 2n elementéw;

(ii) do kazdego zbioru A; NA4; (1 < i < j < 2n+ 1) nalezy dokladnie jeden element;

(iii) kazdy element zbioru B nalezy do co najmniej dwdch zbioréw A;.

Dla jakich wartosci n mozna przyporzadkowaé kazdemu elementowi zbioru B jedna z liczb
0, 1 tak, aby w kazdym ze zbioréow A; liczba 0 byta przyporzadkowana dokltadnie n jego ele-
mentom?

915. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich z, ..., z; oraz dowolnych
rzeczywistych ar =y > ... 2 ap [ > ... = B speliajacych oy > B0 + ay > B +

o; = > 70 B oraz YO8 o = >.¢ . B; zachodzi nastepujaca nierdwnosé:
1 f 11 f 1 f 1 hod tepuja
Tlyeenyd Tlyeenyd
Z xf R Z o
SYM SYM

916. Punkt D jest rzutem punktu P nalezacego do wnetrza trojkata ABC na bok BC' i
nalezy do jego wnetrza. Punkty E i F leza odpowiednio na bokach AC' i AB tréjkata ABC.
Wykaz, ze jesli proste AD, BE i C'F przecinaja sie w jednym punkcie oraz L EDF = 90°, to
APDE = LFDA.

917. Dane sg roztaczne zewnetrznie okregi o1, 0o 1 punkt A lezacy na zewnatrz tych okregdw.
Skonstruuj taki okrag o, aby jego punkty stycznosci z 0y i 0y oraz punkt A byly wspotliniowe.

918. Niech ay, as, ..., a, oraz p > 2 beda liczbami rzeczywistymi, zas T zbiorem wszystkich
funkcjie: {1,...,n} — { 1,1}. Ponadto niech dla kazdego € € T sumy €(1)a; +€(2)ag+ ...+
¢(n)a, beda rézne od 0. Udowodnij nier6wnosé

> le(M)ar + (2 a2+...+e(n)an|p>2”(Zaf)%.

ecY i=1

919. Dana jest prosta k oraz roztgczne zewnetrznie okregi O1, Oy lezace po tej samej stronie
prostej k. Skonstruuj okrag styczny do k, Oy, Os.

920. Prostokat zostal podzielony na mniejsze prostokaty, z ktérych kazdy ma co najmniej
jeden bok o dtugosci bedacej liczba catkowita. Wykaz, ze przynajmniej jeden bok duzego pro-
stokata ma dtugosé¢ catkowita.



