Koélko dla starszych - zadania z USAMO (part I)

Zadanie 1. Niech P(z) bedzie wielomianem monicznym stopnia n o wspétczynnikach rzeczywistych. Udo-
wodnié, ze istnieja takie moniczne wielomiany R(x) i Q(z) obydwa stopnia n, posiadajace wszystkie pier-
wiastki rzeczywiste i takie, ze

Zadanie 2. Znalez¢ wszystkie funkcje f : R — R takie, ze dla kazdych z,y zachodzi:

f@® —y®) =af(x) —yfy)

Zadanie 3. Pokazaé, ze dowolne dwie liczby naturalne n,m > 3 mozna potlaczy¢ ciagiem liczb naturalnych
n = ai,a2,...,ar = m takim, ze iloczyn dowolnych dwdéch kolejnych liczb z tego ciagu jest podzielny przez
ich sume.

Zadanie 4. Pokazac, ze dla dowolnych dodatnich z,y, z zachodzi

r+y+2)?  Qut+z+z)?  (2z2+z+y)°
202+ (y+2)? 22+ (2+2)? 222+ (x+y)?

Zadanie 5. Dany jest tréjkat ABC i okrag na nim opisany o. Styczna w A do o przecina prosta BC w punkcie
D. Prosta prostopadta do BC' w punkcie B przecina symetralna AB w punkcie E, a prosta prostopada do
BC' w punkcie C' przecina symetralng AC' w punkcie F. Udowodnij, ze punkty D, E, F' sa wspoétiniowe.

Zadanie 6 Srodek O okregu opisanego na ABC nie lezy na zadnym z jego bokéw ani na zadnej z jego érod-
kowych. Niech L, M, N beda $rodkami bokéw C'B,CA, AB odpowiednio. Obierzmy P, @, R na promieniach
OL,OM,ON odpowiednio, tak, ze Z/OPA = ZOAL, Z0QB = ZOBM i ZORC = ZOCN. Pokazat, ze
proste AP, BQ i C'R sa wspdipekowe.

Zadanie 7 Udowodnij, ze dla kazdego n > 1 istnieje n-cyfrowa liczba ztozona tylko z cyfr nieparzystych
podzielna przez 5.



