
Kóªko dla starszyh - zadania z USAMO (part I)Zadanie 1. Nieh P (x) b ,edzie wielomianem moniznym stopnia n o wspóªzynnikah rzezywistyh. Udo-wodni¢, »e istniej ,a takie monizne wielomiany R(x) i Q(x) obydwa stopnia n, posiadaj ,ae wszystkie pier-wiastki rzezywiste i takie, »e P (x) = R(x) +Q(x)2Zadanie 2. Znale¹¢ wszystkie funkje f : R! R takie, »e dla ka»dyh x; y zahodzi:f(x2 � y2) = xf(x)� yf(y)Zadanie 3. Pokaza¢, »e dowolne dwie lizby naturalne n;m  3 mo»na poª ,azy¢ i ,agiem lizb naturalnyhn = a1; a2; :::; ak = m takim, »e ilozyn dowolnyh dwóh kolejnyh lizb z tego i ,agu jest podzielny przezih sum ,e.Zadanie 4. Pokaza¢, »e dla dowolnyh dodatnih x; y; z zahodzi(2x+ y + z)22x2 + (y + z)2 + (2y + z + x)22y2 + (z + x)2 + (2z + x+ y)22z2 + (x+ y)2 ¬ 8Zadanie 5. Dany jest trójk ,atABC i okr ,ag na nim opisany o. Styzna w A do o przeina prost ,aBC w punkieD. Prosta prostopadªa do BC w punkie B przeina symetraln ,a AB w punkie E, a prosta prostopad ,a doBC w punkie C przeina symetraln ,a AC w punkie F . Udowodnij, »e punkty D;E; F s ,a wspóªliniowe.Zadanie 6 �rodek O okr ,egu opisanego na ABC nie le»y na »adnym z jego boków ani na »adnej z jego ±rod-kowyh. Nieh L;M;N b ,ed ,a ±rodkami boków CB;CA;AB odpowiednio. Obierzmy P;Q;R na promieniahOL;OM;ON odpowiednio, tak, »e ∠OPA = ∠OAL, ∠OQB = ∠OBM i ∠ORC = ∠OCN . Pokaza¢, »eproste AP , BQ i CR s ,a wspóªp ,ekowe.Zadanie 7 Udowodnij, »e dla ka»dego n  1 istnieje n-yfrowa lizba zªo»ona tylko z yfr nieparzystyhpodzielna przez 5n.
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