Zadania niestandardowe i raczej hardcorowe

koétko starsze, 21 lutego 2006

1. Znalez¢ wszystkie skonczone zbiory A punktéow na plaszczyznie, aby symetralna kazdego
odcinka taczacego dwa punkty z tego zbioru byta osia symetrii zbioru A.

2. W tréjkacie ABC punkt I jest srodkiem okregu wpisanego, ktory to jest styczny do
bokéow BC, AC, AB odpowiednio w punktach K, L, M. Proste KM i LM przecinaja prosta
rownolegta do K L przechodzaca przez C' w punktach () i S. Pokazaé, ze kat ZQ1S jest ostry.

3. Niech n bedzie ustalona liczba catkowita dodatnia. Znalez¢ najmniejsze takie C', aby dla

kazdego ciagu liczb nieujemnych x1, zo, ..., x, zachodzito:
> wj(af +a3) < OQa)
i<j i

4. Rozstrzygnad, czy istnieje taka funkcja f : Z7 — Z7*, by f(1) = 2 i dla kazdego n € Z*
zachodzito f(f(n)) = f(n) +n oraz f(n+1) > f(n).

5. Rozstrzygnac, czy istnieje taki podzbior liczb catkowitych nieujemnych, by kazda liczbe
catkowita dodatnia dalo sie jednoznacznie przedstawi¢ jako roznica dwoch elementéw tego
podzbioru.

6. Rozstrzygnac, czy istnieje dowolnie duzy podzbiér punktéw na ptaszcezyznie, by odlegtosé
pomiedzy dowolnymi dwoma z nich byta niewymierna, ale by kazde trzy tworzyty niezdegene-
rowany tréjkat o wymiernym polu.

7. Onufry z Joasia graja w gre. Na poczatku dana jest liczba catkowita ng > 1. W kolejnych
turach najpierw Onufry znajac ng, wybiera nopyq tak, by ngp < nopy1 < n3, a nastepnie
Joasia dobiera tak noxyo, by Z;’z—i = p“ dla pewnego pierwszego p i catkowitego dodatniego a.
Onufry wygrywa jesli dobierze liczbe 2006 zas Joasia, jesli 1. Dla jakich ny Onufry ma strategie
wygrywajaca, dla jakich Joasia, a dla jakich zadne z nich?



