Kilka zadań z geometrii

czwartek, 30 października 2003

1. Okregi ω_1 i ω_2 przecinaja sie w punktach A i B. Prosta l przechodzaca przez punkt A przecina te okregi jeszcze odpowiednio w punktach C i D. Punkty M i N sa środkami łuków BC i BD niezawierajacych A. Wykaż, że |∡MKN| = 90^∘.

2. Niech A_1, B_1, C_1 beda punktami styczności okregu ω wpisanego w trójkat ABC z odpowiednio bokami BC, AC i AB. Niech K bedzie takim punktem na okregu ω, że odcinek C_1K jest średnica ω, zaś punkt D bedzie przecieciem prostych A_1K i B_1C_1. Wykaż, że |CD| = |CB_1|.

3. Dany jest okrag Ω opisany na trójkacie ABC. Punkty A_0 i B_0 sa środkami łuków odpowiednio BC i AC nie zawierajacych punktów odpowiednio A i B. Niech S_A i S_B be”da okregami stycznymi do odpowiednio BC i AC oraz o środkach w punktach A_0 i B_0. Wykaż, że środek okregu wpisanego w trójkat ABC leży na wspólnej stycznej S_A i S_B .

4. Niech A_1, B_1, C_1 beda punktami styczności okregu ω wpisanego w trójkat ABC z odpowiednio bokami BC, AC i AB. Dla każdych dwóch trójkatów AB_1C_1, BA_1C_1 i CA_1B_1 narysujmy współna styczna zewnetrzna okregów wpisanych w te trójkaty różna od boków trójkata. Wykaż, że te styczne maja punkt wspólny.

5. Dany jest wielościan wypukły opisany na sferze S. Superściana takiego wielościanu nazywamy taka ściane F , że rzut prostopadły sfery S na płaszczyzne zawierajaca F zawiera sie całkowicie w ścianie F . Ile maksymalnie superścian może mieć ten wielościan?

6. Czy istnieje wielościan wypukły, którego żadne trzy krawedzie nie moga być bokami trójkata?

7. Przez wierzchołek A czworościanu ABCD poprowadzono płaszczyzne P styczna do sfery opisanej na ABCD. Wykaż, że proste bedace przecieciami płaśzczyzn ABC, ABD i ACD z płaszczyzna P tworza sześć równych katów wtedy i tylko wtedy gdy zachodzi warunek:

|AB| · |CD| = |AC| · |BD| = |AD| · |BC|.