Kanadyjska olimpiada

1. Niech X bedzie zbiorem liczb catkowitych nieujemnych. Znalez¢ wszystkie takie funkcje
f:X — X, ze dla kazdych z,y € X zachodzi yf(z) + zf(y) = (x + y) f(z* + 3?).

2. Rozstrzygnaé czy istnieje rozwiazanie uktadu:

By +2=c+y+z
224+ %+ 22 = ayz

w liczbach dodatnich.

3. Trzy okregi wy,ws, w3 przechodza przez ustalone punkty A i B. Zmienna prosta k prze-
chodzaca przez punkt A przecina okregi wi,ws,ws odpowiednio w punktach X,Y, Z tak ze
punkt X lezy miedzy Y i Z. Pokazaé, ze stosunek % nie zalezy od wyboru prostej k.

4. Wierzchotek C' trojkata rownocznego ABC' lezy wewnatrz okregu o srodku w O, prze-
chodzacego przez punkty A i B. Punkt X lezy na tym okregu, jest rozny od A i spetnia zaleznosé
AB = BX, za$ punkt C' lezy na cieciwie XY . Pokazaé, ze AO = CY.

5. Pokaza¢, ze dla dodatnich x,y, z zachodzi:

l,a:yyzz > (ZL'yZ) m+g+z

6. Pokaza¢, ze dla n > 0 i k > 0 istnieje nieskoticzenie wiele rozwiazan réwnania x3 + x3 +
..+ a3 = y3**2 w5 liczbach catkowitych dodatnich a1, zs, ..., 2,,y.

7. Pokaza¢, ze dla z,y, z nieujemnych zachodzi nieréwnosé:

sx—2l+yly—2P>(@—2)y—2)(x+y—2)



