Geometria ze zwrdceniem uwagi na okrag Feuerbacha

1. Dany jest trojkat ABC' i punkt Py na ptaszczyznie. Definiujemy rekurencyjnie: Ps, 1 to
obraz punktu Pj, wzgledem punktu A o 120°, P, 2 to obraz punktu Ps,,; wzgledem punktu B
0 120°, P53 to obraz punktu Ps,, 15 wzgledem punktu C' o 120°, gdzie n jest catkowite nieujmne.
Pokazaé, ze Pyyoy = Py wtedy i tylko wtedy, gdy trojkat ABC jest réwnoboczny.

2. Niech k, = tg(X1, arctg %) Pokaza¢, ze dla kazdego n catkowitego dodatniego zachodzi
ko(2=t —1) — L =n.
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3.Dany jest trojkat ostrokatny o ortocentrum H. Punkty M, N, K, L, P to srodki odcinkéw
odpowiednio AB, AC', CH, BH, BC zas @ jest spodkiem wysokosci poprowadzonej z punktu
A. Proste PM i N L przecinaja sie w punkcie X a proste KM i NQ w Y. Pokazaé, ze XY ||BC.

4. Dany jest trojkat ostrokatny ABC'. Punkty M, N sa odpowiednio odbiciami punktu A
wzgledem punktéow B i C. Prosta k przechodzi przez punkt B i jest prostopadta do prostej AB
oraz przecina prosta AC' w punkcie K. Prosta [ przechodzi przez punkt C' i jest prostopadia
do prostej AC' oraz przecina prosta AB w punkcie L. Proste k il przecinaja sie w P. Pokazac,
ze punkty K, N, M, L, P leza na jednym okregu.

5.0kregi 01, 09, 03 przecinaja sie wszystkie w punkcie P, za$ punkty A, B, C sa odpowied-
nio drugimi punktami przeciecia par okregdw os,03;01, 03;01, 09. Ponadto wiadomo, ze proste
PA, PB, PC zawieraja odpowiednio srednice okregdw o1, 09, 03. Pokazaé, ze punkty A, B,C
leza na okregu opisanym na trojkacie o wierzchotkach w srodkach okregéw o1, 09, 03.

6. W trojkacie ostrokatnym ABC' O to $rodek okregu opisanego, H to ortocentrum zas
K, L, M to odpowiednio $rodki odcinkéw AH, BH,CH. Proste przechodzaca e przez punkty
K, L, M odpowiednio i odpowiednio prostopadle do prostych OA, OB, OC wycinajA z ptasz-
czyzny trojkat XY Z. Pokaza¢, ze ma on pole niemniejsze niz trojkat ABC.

7. Dany jest tréjkat ABC na ktorego zewnatrz dobudowano prostokaty ABK L, BCMN,CAOP.
Pokazac¢, ze w jednym punkcie przecinaja sie:

(a) dwusieczne katéw LOAL,/KBN,/MCP

(b) przedtuzenia promieni okregdéw opisanych na trojkatach OAL,K BN ,MCP poprowadzo-
nych z punktéw A, B, C' odpowiednio.

(c) przedtuzenia wysokosci tréjkatéw OAL,K BN ,MC'P spuszczonych z punktéw A, B, C' od-
powiednio

(d) symetralne odcinkéw OL, KN, MP.



