Same latwe zadania (czyli pierwsze kétko Przemka :P)

Definicja 1. Dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n, ciag Fareya F,, jest ciqgiem liczb
01121

wymiernych ¢ 20 < a <b<ni(a,b) =1 uloZonym rosnaco. Przyktad: I3 ={3,3,5,5,7}-

1. Udowodnié, ze jezeli %,Z—;,Z—;’ sa kolejnymi elementami ciagu Fareya F,, to zachodzi:

P2g1 — p1g2 = 1

oraz
p1+ps _ P2
G t+a4 g

2. Niech a, b, ¢ beda dodatnimi liczbami rzeczywistymi, ktore spetniaja warunek a+b+c = 3.
Pokazaé, ze:
Va4 Vb + /e > ab+ be + ca

3. (tw. Steinera) Dany jest trojkat ABC i punkt D € BC'. Niech E lezy na BC'. Pokazad,

ze BD . BE _ ALY . /BAD = /CAE.

Definicja 2. Symediana to obraz Srodkowej przy odbiciu wzgledem dwusieczner.

4. Punkt L lezy na boku AB tréjkata ABC, przy czym prosta C'L jest symediana trojkata
ABC'. Punkt K lezy na odcinku C'L. Proste AK i BK przecinaja boki BC' i C'A odpowiednio
w punktach D i E. Proste DE i AB przecinaja sie w punkcie P. Wykazaz, ze prosta C'P jest
styczna do okregu opisanego na trojkacie ABC.

5. Pokaza¢, ze dla kazdego naturalnego s < p, gdzie p jest liczba pierwsza, istnieja liczby
catkowite z,y takie, ze s = 2% + y? mod p.

6. Niech x1,...,2, 1 ¥1,..., Yy, beda liczbami rzeczywistymi. Niech A = (a;;)1<i j<n bedzie
macierza, w ktorej a;; = 1 gdy z; +x; > oraz a;; = 0 w przeciwnym przypadku. Niech B bedzie
macierza n na n o elementach 0, 1 i wlasnosci, ze suma elementéow w kazdym wierszu i w kazdej
kolumnie jest rowna odpowiadajacej sumie macierzy A. Pokazaé¢, ze A = B.

7. Pokazac, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich a, b, ¢ zachodzi:
a® 4+ b* 4+ + 2abc + 1 > 2(ab + be + ca)
Definicja 3. Generator modulo p, dla p pierwszej, to taka liczba catkowita X, Ze \¥ Z 1 mod p
dla k <p—1, 1. rzad \ jest réwny p — 1.

8. Pokazaé, ze dla kazdego naturalnego n istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych p
takich, ze najmniejszy generator modulo p jest wigkszy od n.



