Koéteczko z Cevy i Menelaosa 28 stycznia 2010

Twierdzenie o dwusiecznej. Niech AD bedzie dwusieczng w trojkgcie ABC. Wtedy ‘:—g =
BD
CD-

Twierdzenie Cevy. Niech punkty Ay, By, C} lezg odpowiednio na bokach BC, AC, AB trdj-

kata ABC. Wtedy proste AA,, BBy, CC} przecinajq sie w jednym punkcie wtedy i tylko wtedy,
dy A€ . BAL  CB1 _ 4
9%Y Be, T CA, T AB :

Twierdzenie Menelaosa. Niech punkty By, C} lezg odpowiednio na bokach AC, AB trojkgta

ABC, a punkt Ay na przedtuzeniu boku AB. Wtedy punkty Ay, By, Cy sq¢ wspdtliniowe wtedy

i tylko wtedy, gdy ]‘;.‘,—gi : g—ﬁi : % - 1.

. . . 2 < i - sin/ZA _ sin/ZB __ sinZC
Twierdzenie sinuséw. W trdjkacie ABC zachodzi 55~ = 5= = 557,

Pole trojkata. Pole trajkgta ABC' jest rowne %AB - AC -sin ZA.

Trygonometryczne twierdzenie Cevy. Niech punkty Ay, B1,C} lezq odpowiednio na bo-
kach BC, AC, AB trojkqata ABC'. Wtedy proste AX, BY, CZ przecinajq sie w jednym punkcie

. sin ZACC, | sinZBAA;  sinZCBB; __
wtedy i tylko wtedy, gdy Gt ZBCC, " snZCAA " snZABB — L-

Ogolniejsze wersje twierdzen Cevy i Menelaosa. Niech punkty Ay, By, Cy lezg odpo-

oo . __ ACy BA, CBi _ .
wiednio na prostych BC, AC, AB. Niech R = 36 ca ag = 1. Teraz:

o jesli R = 1 oraz parzysta liczba sposrad punktow A, By, Cy nalezy do bokéw trijkgta
ABC, to proste AA;, BBy,CC} przecinajq sie w jednym punkcie (tw. Cevy);

e jesli R =1 oraz nieparzysta liczba sposrod punktow Ay, By, Cy nalezy do bokow trdjkgta
ABC, to punkty Ay, By, Cy sq wspétliniowe (tw. Menelaosa).

1. Udowodnij, ze w trojkacie ostrokatnym w jednym punkcie przecinaja sie: srodkowe;
dwusieczne; wysokosci.

2. Okrag wpisany w trojkat ABC jest styczny do jego bokéw BC, AC, AB odpowiednio w
punktach D, E/, F'. Udowodnij, ze proste AD, BE, C'F przecinaja sie w jednym punkcie.

3. Punkt P lezy wewnatrz trojkata ostrokatnego ABC'. Proste AP, BP,C'P przecinaja
boki tego trojkata odpowiednio w punktach D, E, F. Proste DE i DF przecinaja prosta

przechodzaca przez A i réwnolegta do BC' odpowiednio w punktach X i Y. Udowodnij,
ze AX = AY.

4. AD jest dwusieczng w trojkacie ABC, a jej symetralna przecina prosta BC' w punkcie

. . BE __ A32
F. Udowodnij, ze Z5 = 47z

5. Punkt P lezy wewnatrz trojkata ostrokatnego ABC'. Proste AP, BP,CP przecinaja
boki tego trojkata odpowiednio w punktach D, E, F. Udowodnij, ze proste przecho-
dzace przez srodki bokéw BC, C A, AB réwnolegte odpowiednio do AP, BP, C'P, prze-
cinaja sie w jednym punkcie.

6. Punkt P lezy wewnatrz trojkata ostrokatnego ABC'. Proste AP, BP,C'P przecinaja
boki tego trojkata odpowiednio w punktach D, FE. F. Udowodnij, ze proste laczace
srodki bokéw BC,CA, AB odpowiednio ze $rodkami AD, BE,C'F, przecinaja sie w
jednym punkcie.

7. Niech «, 3, v beda dowolnymi katami takimi, ze suma kazdych dwoch z nich jest mniej-
sza niz 7. Na zewnatrz trojkata ABC skonstruowano tréjkaty A; BC, AB,C, ABC| tak,
ze ich katy przy wierzchotkach A, B, C' maja odpowiednio miare «, 3,~. Udowodnij, ze
proste AA;, BBy, CC] przecinaja sie w jednym punkcie.
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. Udowodnij powyzsze dla trojkatow skonstruowanych wewnatrz trojkata ABC'.

Okrag o srodku O wpisany w trojkat ABC' jest styczny do jego bokow BC, AC, AB
odpowiednio w punktach D, E, F'. Na potprostych OA;, OB, OC, odtozono jednakowe
odcinki OAy, OBy, OCy. Udowodnij, ze proste AAs, BBy, CCs przecinajg sie w jednym
punkcie.

Punkt P lezy wewnatrz trojkata ostrokatnego ABC. Proste AP, BP,C'P przecinaja
boki tego trojkata odpowiednio w punktach D, E, F'. Udowodnij, ze ;‘—g = é—g + %
(tw. Van Aubela).

Dane sa trzy roztgczne zewnetrznie okregi oy, 09, 03 0 srodkach odpowiednio Oy, Oy, Os.
Dwie sposrod stycznych do obu okregéw oy i 03 przecinajg sie w punkcie A, lezgcym
na odcinku O,03. Analogicznie definiujemy punkty As i A3. Udowodnij, ze albo proste
01A1,05A5,03A3 przecinaja sie w jednym punkcie, albo punkty Ai, By, C sa wspot-
liniowe.

Punkty D i E leza odpowiednio na bokach BC' i C'A trojkata ABC, przy czym BD =
AE. Odcinki AD i BE przecinaja sie w punkcie P. Dwusieczna kata ACB przecina

odcinki AD i BE odpowiednio w punktach ) i R. Udowodnij, ze % = %.

Ferdek, Pazdzioch, Waldu$ i Boczek poruszaja sie kazdy po swojej prostej ze statymi
predkosciami. W kazdej sytuacji, gdy dwoch z nich sie spotyka, wypijaja 2 napoje M F’
w krociutkim czasie i jada dalej. Udowodnij, ze niemozliwe jest, aby zostalo skonsu-
mowanych doktadnie 10 napojow M F'.

Na zewnatrz trojkata ostrokatnego ABC' zbudowano takie trojkaty rownoramienne
ARB,BPC,CQA,ze AR = BR, BP = CP, AQ = C(Q. Pokaza¢, ze proste AP, BQ,CR
przecinaja sie w jednym punkcie.

W trapezie ABC'D, w ktorym BC' > AD, na dtuzszej podstawie AB obrano taki punkt
K, by KB = CD. Nastepnie przeprowadzono przez punkt B takg prosta, by przecinala
ona odcinki AD i KD w punktach odpowiednio E i F oraz by AE = KF. Na boku
BC' oznaczono taki punkt S, ze BS = AD. Udowodnij, ze EC||FS.

Z wierzchotka C' kata prostego trojkata ABC poprowadzono wysoko$¢ C'K, a w trojka-
cie C'K A poprowadzono dwusieczng C'E. Prosta przechodzaca przez punkt B rownole-
gta do C'E przecina prosta C'K w punkcie F'. Udowodnij, ze prosta EF' dzieli odcinek
AC na potowy.

Punkty A;, Ay naleza do boku BC trojkata ABC, punkty By, By do boku AC, punkty
C1,C5 do boku AB. Punkty Ay, As, By, By, C1, Cy leza na okregu. Udowodnij, ze jesli
AA,, BB, CC przecinaja sie w jednym punkcie, to AAs, BBy, CCy takze przecinaja
sie w jednym punkcie.

Dany jest trojkat ABC. Punkty P, @, R naleza odpowiednio do prostych BC, AC, AB.
Odpowiednio punkty P;, Q1, R; s ich obrazami wzgledem srodkéw odpowiednich od-
cinkow (BC, AC, AB). Udowodnij, ze jesli punkty P, @), R sa wspotliniowe, to Pj, Q1, Ry
takze sa wspotliniowe. Udowodnij, ze jesli AP, BQ, C'R przecinaja sie w jednym punk-
cie, to APy, BQ1, C Ry takze przecinaja sie w jednym punkcie.



