Mecz matematyczny

grupa młodsza

pi atek, 1 października 2004

61. Znaleźć wszystkie liczby całkowite dodatnie a, b, c, d, które spełniaja układ równań a + b = cd c + d = ab.

62. Wewnatrz czworokata wypukłego ABCD dany jest punkt P taki, że trójkaty ABP , BCP , CDP i DAP maja równe pola. Wykazać, że przynajmniej jedna z przekatnych czworokata ABCD dzieli go na trójkaty o równych polach.

63. Wykazać, że dla dowolnych liczb a, b > 0 zachodzi nierówność

a^3 + b^6 2 � 3ab^2 − 4.

64. Czworokat ABCD jest wpisany w okrag. Proste AB i CD przecinaja sie w P . Niech P G i P H beda środkowymi odpowiednio trójkatów BP C i AP D poprowadzonymi z wierzchołka P . Dwusieczna kata BP C przecina prosta GH w punkcie F . Pokazać, że GF HF = BC AD . 65. W trójkacie ABC kat BCA jest rozwarty oraz ∡BAC = 2·∡ABC. Prosta przechodzaca przez punkt B i prostopadła do boku BC przecina prosta AC w punkcie D. Punkt M jest środkiem boku AB. Dowieść, że ∡AMC = ∡BMD.

66. Rozstrzygnać, czy da sie pokryć prostokat 5 × 7 trójpolowymi L-kami tak, by każde pole było pokryte przez ta sama ilość L-ek.

67. Prowadzimy w czworościanie cztery proste łaczace jego wierzchołki ze środkami okregów wpisanych w przeciwległe ściany. Wykazać, że jeśli dwie spośród tych prostych przecinaja sie, to dwie pozostałe także.

68. Wielomian W, stopnia wiekszego od czterech, o współczynnikach całkowitych, przyjmuje dla co najmniej pieciu różnych argumentów całkowitych wartość 5. Wykazać, że nie może on dla argumentu całkowitego przyjmować wartości 96.

69. Dana jest przestrzenna szachownica o 48 polach, składajaca sie z trzech parami sasiednich ścian sześcianu, każdej podzielonej na 16 jednostkowych kwadratów. Wykazać, że tej szachownicy nie da sie okleić 16 paskami o wymiarach 3 × 1 tak, by każdy pasek pokrywał trzy jednostkowe kwadraty.

610. Niech a_1, a_2, . . . , a_n beda dodatnimi liczbami rzeczywistymi takimi, że

a_1 + a_2 + . . . + a_n < 1. Udowodnić nierówność

a_1a_2 . . . a_n[1 − (a_1 + a_2 + . . . + a_n)] (a_1 + a_2 + . . . a_n)(1 − a_1)(1 − a_2) . . . (1 − a_n) � 1 n^{n+1} . 611. Superciag Zdanowicza (a_n) zdefiniowany jest nastepujaco: a_1 = 1, a_{n+1} = a_n + 3 dla n = 1, 2, 3, . . . Wielomian W (x) o współczynnikach całkowitych ma te własność, że |W (a_i)| = 1 dla i = 1, 2, 3, . . . , 2004. Wykazać, że dla żadnego całkowitego n liczba W (n) nie jest podzielna przez 2003.

Mecz matematyczny

grupa starsza

pi atek, 1 października 2004

69. Dana jest przestrzenna szachownica o 48 polach, składajaca sie z trzech parami sasiednich ścian sześcianu, każdej podzielonej na 16 jednostkowych kwadratów. Wykazać, że tej szachownicy nie da sie okleić 16 paskami o wymiarach 3 × 1 tak, by każdy pasek pokrywał trzy jednostkowe kwadraty.

610. Niech a_1, a_2, . . . , a_n beda dodatnimi liczbami rzeczywistymi takimi, że

a_1 + a_2 + . . . + a_n < 1. Udowodnić nierówność

a_1a_2 . . . a_n[1 − (a_1 + a_2 + . . . + a_n)] (a_1 + a_2 + . . . a_n)(1 − a_1)(1 − a_2) . . . (1 − a_n) � 1 n^{n+1} . 611. Superciag Zdanowicza (a_n) zdefiniowany jest nastepujaco: a_1 = 1, a_{n+1} = a_n + 3 dla n = 1, 2, 3, . . . Wielomian W (x) o współczynnikach całkowitych ma te własność, że |W (a_i)| = 1 dla i = 1, 2, 3, . . . , 2004. Wykazać, że dla żadnego całkowitego n liczba W (n) nie jest podzielna przez 2003.

612. Okregi ω i Ω sa styczne wewnetrznie w punkcie N, przy czym okrag ω ma promień mniejszy od promienia okregu Ω. Styczna w punkcie X do okregu ω przecina okrag Ω w punktach A i B. Punkt M jest środkiem łuku AB nie zawierajacym N. Wykazać, że promień okregu opisanego na trójkacie BMX nie zależy od wyboru punktu X.

613. Niech S(n) oznacza sume cyfr liczby całkowitej dodatniej n. Znaleźć wszystkie liczby całkowite dodatnie m, dla których dla każdego całkowitego dodatniego k � m zachodzi S(m) = S(km).

614. Na bokach BC, CA i AB trójkata ABC obrano odpowiednio punkty P , Q i R, zaś na odcinkach QR, RP i P Q punkty A^′, B^′ i C^′ tak, by AB‖A^′B^′, BC‖B^′C^′ i AC‖A^′C^′. Wykazać, że A^′B^′ AB = P_A′_B′_C′ P_{P QR} . 615. Dany jest czworościan ABCD. Dowieść, że krawedzie AB i CD sa prostopadłe wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje w przestrzeni taki równoległobok CDP Q, że P A = P B = P D oraz QA = QB = QC.

616. Punkt P leży na boku AB trójkata ostrokatnego ABC. Punkty D i E sa takimi punktami odpowiednio na półprostych −→ AC i −−→ BC, że

∡ACB = ∡AP D = ∡BP E.

Punkt M jest drugim, po P, przecieciem okregów opisanych na trójkatach AP D i BP E. Wyznaczyć miejsce geometryczne punktu M, przy punkcie P poruszajacym sie po boku AB.

617. Rozstrzygnać, czy istnieja 2004 kolejne liczby naturalne, z których każda ma przynajmniej 2004 różnych dzielników pierwszych.

618. Niech n > 1 bedzie liczba całkowita, zaś X zbiorem wszystkich podzbiorów zbioru {1, 2, . . . , 2n}. Podzbiór Y ⊂ X jest koloru fuksja jeśli żaden jego element nie zawiera sie w innym jego elemencie. Wyznaczyć maksymalna liczbe elementów pozbioru koloru fuksja.

619. Rozstrzygnać, czy istnieje skończony zbiór liczb rzeczywistych M taki, że dla dowolnie dużego k ∈ N istnieje wielomian stopnia niemniejszego niż k o współczynnikach z M, którego wszystkie pierwiastki sa rzeczywiste, różne od 0 i należa do M.