Druga latwa seria powtoérzeniowa
grupa mlodsza

czwartek, 27 wrzednia 2001

71. Przy okraglym stole jest n miejsc oznaczonych proporczykami n roznych panstw. Amba-
sadorowie tych panstw usiedli przy stole w sposéb losowy, ale tak, ze zaden z nich nie usiadl na
odpowiednim miejscu. Udowodnij, ze mozna tak obroci¢ okragly stot, aby co najmniej dwoch
ambasadoréw siedziato przy wtasciwych proporczykach.

72. Udowodnij, ze w danym ciggu n-wyrazowym ztozonym z liczb catkowitych istnieje pewna
liczba jego kolejnych wyrazow, ktorych suma jest podzielna przez n.

73. Okregi dopisane do trojkata ABC' sg styczne do bokéow BC,CA i AB odpowiednio w
punktach P, Q) i R. Wykaz, ze proste AP, BQ) i C'R przecinaja sie w jednym punkcie.

74. Punkty P,Q, R nalezg odpowiednio do bokéw BC,CA i AB trojkata ABC'; proste
AP, BQ i CR przecinaja sie w jednym punkcie. Punkty Py, @1, Ry sa obrazami odpowiednio
punktéw P, (), R w symetriach wzgledem srodkow tych bokéw trojkata ABC, do ktérych naleza.
Wykaz, ze proste AP;, BQ),,CR; przecinajg sie w jednym punkcie.

75. Wielomian W (z) = a,x2" + ... + a1z + a9 ma wspoétezynniki catkowite. Udowodnij, ze
nie jest mozliwe, by W (7) = 11 i jednoczesnie W (11) = 13.

711. Niezerowe liczby rzeczywiste a, b, ¢, d spelniaja nastepujace warunki: a+b+c+d =0,
L1 +1+1=0, abed = 1. Udowodnij, ze |ab + ac + ad + be + bd + cd| > 2.
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73. Okregi dopisane do trojkata ABC' sg styczne do bokéow BC,CA i AB odpowiednio w
punktach P,Q i R. Wykaz, ze proste AP, BQ i C'R przecinaja sie¢ w jednym punkcie.

75. Wielomian W (z) = a,a™ + ... + a1z + ag ma wspdtezynniki catkowite. Udowodnij, ze
nie jest mozliwe, by W (7) = 11 i jednocze$nie W (11) = 13.

76. Niech a bedzie liczba catkowita, p liczba pierwsza nieparzysta. Udowodnij, ze istnieje
para liczb catkowitych (z,y) spetiajaca warunki: (x,y) # (0,0), p | ax —y, |z| < [/D], |y| <

[Pl

77. W trojkacie ABC punkt D jest spodkiem wysokosci poprowadzonej z wierzchotka A.
Punkty E i F lezg odpowiednio na prostych AC' i AB, przy czym proste BE i C'F przecinaja
sie na wysokosci AD. Wykaz, ze LADE = LADF.

78. Udowodnij, ze dla dowolnych a, b, c,d € R, dla ktérych abed = 2001, zachodzi nieréw-
nosé:
a’b’?  a?Pd?  aPARd? bPAd?
+ + + ) >
d c b a
> a’b’c+ a®bc? + ab*c? + a*bd + a*bd? + ab®d® + a*crd + a’ed® 4 ac*d® + b2 cPd + b cd® + bcPd?.

3(

79. Dany jest zbior S ztozony z n elementéw. Niech My, M, ..., M, beda niepustymi
podbiorami zbioru S. Wykaz, ze istnieja takie dwa roézne niepuste podzbiory A i B zbioru

{1,2,...,n+1}, ze
U M. = | M.
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77. W trojkacie ABC punkt D jest spodkiem wysokosci poprowadzonej z wierzchotka A.
Punkty E i F lezg odpowiednio na prostych AC' i AB, przy czym proste BE i C'F przecinaja
si¢ na wysokosci AD. Wykaz, ze LADE = LADF.

78. Udowodnij, ze dla dowolnych a, b, c,d € R, dla ktérych abed = 2001, zachodzi nieréw-
nosé:
a’b’c? aPPd®  dPPd® BPAdP
=
( d + c + b + a )
> a?b’c + a’b? + ab’P + a®b*d + a’bd? + ab’d? + a’Pd + d’ed? + atd® + b Pd + bPed? + b dP.

79. Dany jest zbior S ztozony z n elementéw. Niech My, M, ..., M, beda niepustymi
podbiorami zbioru S. Wykaz, ze istnieja takie dwa roézne niepuste podzbiory A i B zbioru

{1,2,...,n+ 1}, ze
U M= | M.

keA keB

710. Punkt R jest srodkiem tuku AB okregu opisanego na AASB, ktéry zawiera punkt
S. Punkt D jest srodkiem okregu wpisanego w AASB, @ jest punktem stycznosci okregu
wpisanego w AASB z bokiem AB, a P punktem przeciecia prostej DR z okregiem opisanym
na ANASB, réznym od R. Wykaz, ze LAPQ = £SAB.

711. Niezerowe liczby rzeczywiste a, b, ¢, d spetniaja nastepujace warunki: a+b+c+d =0,
i+ % + % + é =0, abed = 1. Udowodnij, ze |ab+ ac + ad + bc + bd + cd| > 2.

712. Oblicz sume x* + y* + 2* wiedzac, ze v +y + 2 = 01 22 + y* + 2% = a, gdzie a jest
dang liczba dodatnig.



