K6oEKO MATEMATYCZNE DLA KLAS PIERWSZYCH, 8.04.2010
Podtoga

Teoria:

1. Czescia catkowitq dowolnej liczby rzeczywistej x nazywamy najwieksza liczbe calktowita
niewieksza od x. W Polsce przyjmuje sie oznaczaé ja przez [z], choé w literaturze spotyka
sie rowniez zapis |x| 1 nazwe podloga liczby rzeczywistej x.

2. 7 powyzszym zwiazane jest réwniez pojecie cze$ci utamkowej = (oznaczanej jako {x})
oraz sufitu liczby = (najmniejszej liczby catkowitej niemniejszej od ), oznaczanej jako

[z].
3. Wybrane wtasnosci podtogi:

(a) [z] <z < [z]+1 (lub réwnowaznie: x 1 < [z] < 2)
(b) Jesli n € N, to dla dow. z € R mamy [z +n| = [z] +n
(c) J
(d) [z + ] jest liczba catkowita lezaca najblizej =
(e) [e] +y <[r+yl <[z]+ [yl +1

(f)

f) Jesli x € RT in € N, to {%} jest liczba liczb caltkowitych dodatnich podzielnych
przez n, nie przekraczajacych x

c) Jesi x € Z, to [z] +| x] =0. W przeciwnym przypadku [z] +[ z|= 1.

Zadania: zadania 10., 11.; 12 na cukierka

1. Udowodnij, ze dla nieujemnych z,y € R zachodzi [z][y] < [zy].

2. Udowodnij, ze dla dowolnego = € R* oraz n € N zachodzi [ﬂ = [M}

n

3. Udowodnij, ze dla dowolnych z,y € R mamy [2z] + [2y] > [z] + [y] + [z + y].
4. Udowodnij, ze dla dowonego n € N zachodzi [\/ﬁ + %} = [./n S+ %}

5. Niech r bedzie liczba rzeczywista, dla ktorej [r + 100} + [r + 12—(?0} +...+ [7“ + %} = H46.
Znajdz [100r].

6. Znajdz wszystkie rozwiazania rownania 4z* 40 [z] + 51 = 0.
7. (Twierdzenie Gaussa) Niech p i ¢ bede wzglednie pierwszymi liczbami naturalnymi. Udo-

wodnij, ze [ﬂ + [%p] 4.+ [(q ql)p} _® 12)(q 1)

8. Dziewie¢ jednakowych batonow kosztuje 11 ztotych z groszami, a trzynascie takich bato-
néw kosztuje 15 ztotych z groszami. Ile kosztuje jeden baton?

9. Udowodnij, ze ciag liczb naturalnych a, = n + [\/ 2n + %} opuszcza wytacznie liczby
tréjkatne (te postaci W dla pewnego m € N).



10.

11.

12.

Udowodnij, ze ciag liczb naturalnych a,, = n + [\/ﬁ + %} opuszcza wylacznie kwadraty
liczb naturalnych.

(Twierdzenie Beatty’ego) Niech z i y sa dwiema dodatnimi liczbami niewymiernymi ta-
kimi, ze %%—i = 1. Wéwezas zbiory {[z], [2z],...} 1 {[y],[2y], ...} sa roztaczne, a ich suma
stanowi zbior wszystkich liczb catkowitych dodatnich.

(Tozsamosé Hermite’a) Niech n € N iz € R. Wowczas [z] + [m + %] + {x + %] +...+

{x + ”Tl} = [nz]



